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Werden abzahlbar vielen, isoliert liegenden Randpunkten zi (i = 1,2,3,... )
gewisser Gebiete G der komplexen Ebene beliebige komplexe Zahlen ci,n
(n = 0, 1, 2,,,,; i = I, 2, 3,... ) zugeordnet, dann gibt es nach einem alteren Satz
von Franklin [2) eine in G analytische Funktion I mit

(n = 0, I, 2,.,,; i = 1, 2, 3,... ),

wobei die Annaherung z --+ Z i beliebig innerhalb G verlauft.
Mit funktionalanalytischen Hilfsmitteln wurden in [6] und [7]

Verallgemeinerungen dieses Satzes hergeleitet und verschiedene verwandte
Probleme untersucht.

Ohne die Voraussetzung der Isoliertheit der Randpunkte z i zeigte der
Verfasser in [5) speziell fUr den Einheitskreis

SATZ 1. Den abziihlbar vielen verschiedenen Punkten Z i' IZ iI = 1
(i = 1,2,3,.,,) seien beliebige komplexe Zahlen ci,n (n = 0, 1,2,.,,)
zugeordnet. Dann gibt es eine liir Iz I < 1 analytische Funktion I so, dajJ

(n = 0, 1,2,.,,; i = 1,2,3,.,,)

ist bei radialer Anniiherung Z --+ Zi entlang der durch 0 ~ Z/Zi < 1 gegebenen
Radialstrahlen.

In dieser Arbeit soil gezeigt werden, daB aus Ergebnissen des Verfassers in
[3) und [4 J iiber die asymptotische Approximation difTerenzierbarer
Funktionen durch ganze Funktionen wesentliche Verschiirfungen von Satz 1
beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit von I(n)(z) (z --+ z;) gewonnen
werden konnen. Dabei JaBt sich nach Vorgabe von beliebigen, auf den
Radialstrahlen unendlich oft difTerenzierbaren Funktionen ui (i = 1,2,3,,,.)
stets eine im Einheitskreis analytische Funktion finden, deren Ableitungen
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aile die entsprechenden Ableitungen von ui bei radialer Anniiherung an die
Randpunkte z i beliebig gut asymptotisch approximieren.

Zu einer komplexen Zahl Zi 4= 0 bezeichne dazu Coo [0, zJ die Klasse aller
auf dem halboffenen Geradenstiick 0 <z/z; < 1 komplexwertigen
Funktionen, die in allen z dieses Geradenstiickes beliebig oft differenzierbar
sind, wobei hier Differenzierbarkeit nur entlang dieses Geradenstiickes
definiert wird.

Coo sei die Klasse aller auf der reellen Achse IR (-00 <x < (0) komplex
wertigen und beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Wir beweisen

SATZ 2. Den abzahlbar vielen verschiedenen Punkten z; mit Iz i I= 1
(i = 1,2,3,... ) seien beliebige Funktionen ui E Coo [0, Zi) zugeordnet. Dann
gibt es zu jeder auf [0, 1) positiven, stetigen Funktion heine fiir Iz I < I
analytische Funktion f so, daft

(I)

ist bei radialer Annaherung 0 <r = z/z; --+ 1 - 0 fiir aile n = 0, 1,2,... und
aile i = 1,2,3,....

Aus Satz 2 ergibt sich wieder Satz 1 als einfacher Spezialfall, wenn man
beziiglich der Funktionen ui beachtet, daB nach einem iilteren, auf Borel
zuriickgehenden Ergebnis stets zu beliebigen komplexen Zahlen cn eine
Funktion f E Coo mit f(n)(l) = Cn (n = 0, 1,2,... ) existiert. Ein neuerer
Beweis hierzu findet sich z.B. in [1, S. 228].

Als Hilfsmittel zum Beweis von Satz 2 iibernehmen wir aus [3]

SATZ 3. Zu jeder Funktion u E Coo, zu jeder auf der reellen Achse IR
positiven, stetigen Funktion h und zu jeder Folge reeller Zahlen cn mit 0 <
Cn<cn+ 1 (n = 0,1,2,... ) und cn--+ 00 (n --+ (0) gibt es eine in der ganzen
komplexen z-Ebene (z = x + iy) analytische Funktion g mit

1st hierbei u positiv auf IR, so kann auch g auf IR positiv gewiihlt werden.

Man erhiilt aus diesem Satz bei Beachtung des Beweisganges in [3] sehr
leicht

LEMMA (a). Zu jedem u E Coo und zu jeder positiven, stetigen Funktion
h auf IR sowie zu jedem r > 0, e > 0 und jeder natiirlichen Zahl m gibt es
eine ganze Funktion g mit

g<n)(x) = u(n)(x) + O(h(x)) (Ixl--+ 00; n = 0,1,2,... ) (2)
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und
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Ferner benutzen wir

(Izl ~ r, 0 ~ I ~ m). (3)

LEMMA (b). Es sei q > O. Dann gibt es zu jeder auf IR positiven, stetigen
Funktion heine ganze, auf IR positive Funktion b mit

b(n)(x)
[b(x)]J+q = O(h(x)) (Ixl-+ eX); n = 0,1,2,... ). (4.)

Lemma (b) kann sehr leicht aus Satz 3 hergeleitet werden. Denn nach dem
Beweisgang zu einem Hilfssatz aus [4, Lemma (c), S. 119] existiert zu jeder
positiven, stetigen Funktion h auf IR eine auf IR positive Funktion u E Coo
mit

u(n)(x)
[u(x)p+q = O(h(x)) (I x I-+ eX); n = 0, 1, 2... ). (5)

Nach Satz 3 k6nnen wir dann eine ganze, auf IR positive Funktion b wahlen,
deren Ableitungen alle entsprechenden Ableitungen von u so gut fiir 1x I -+ eX)

approximieren, daB aus (5) auch die Eigenschaft (4) folgt.

Beweis zu Satz 2. Wir bilden fiir j = 1,2,3,... die Funktionen Wj mit

und setzen

fez) = L Wiz ).
j=l

(7)

Dabei bezeichnet "exp" die Exponentialfunktion, und im folgenden wird
gezeigt, daB sich positive Konstanten qv sowie ganze Funktionen b und kj

(j = 1,2,3,... ) in (6) so wahlen lassen, daB die Reihen (6) und (7) in jeder
kompakten Teilmenge des Einheitskreises absolut und gleichmaBig
konvergieren, und daB ferner die somit fiir 1z 1 < 1 analytische Funktion f die
geforderte Eigenschaft (1) besitzt.

Zuniichst bestimmen wir nach Lemma (b) zu der auf [0, 1) positiven,
stetigen Funktion heine ganze, auf IR positive Funktion b mit

(I x 1-+ eX); n = 0, 1, 2,... ), (8)
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wobei wir offensichtIich noch

b(x)· exp[-Ixll -+ oo(lxl-+ (0)

89

(9)

fordern diirfen. Die positiven Zahlen q" werden nun einerseits so klein
gewiihlt, daB gilt

(Izl < 1-+; v= 1,2, 3,..} (10)

Zur weiteren FestIegung der qv bilden wir die Konstanten

![ ( 1 )](n)1
C ' = max b

n.I." O<;z/z;<; 1 1 - z/zv

(n=0,I,2, ... ;i=I,2,3,... ;v*-i). (11)

Es liiBt sich dann leicht zeigen, daB sich die qv noch zusiitzlich zu (10) mit
der Eigenschaft

(v -+ 00; n = 0, 1,2,... ; i = 1,2,3,... ) (12)

bestimmen lassen. Denn bildet man zu obigen n, i, v positive Zahlen dn.i.v

mit d n•i", . Cn,i", < 2 -v, wobei aul3erdem dn,i+ 1,1' ~ dn,i.,. sowie
d n + l,i,,' ~ dn,i", gelte, dann lassen sich offensichtIich hinreichend kleine
positive Zahlen qv < dv,v,v+ I wiihlen, die (10) und (12) erfiillen.

Zur Bestimmung der ganzen Funktionen k; (j = 1,2,3,... ) bilden wir
zuniichst die positiven Konstanten

I
1 1a,,= max

I,J °<;z/Zj<; 1 1- Z/Zj
(i = 1,2, 3,... ;j *- i) (13)

und wiihlen (durch entsprechende Diagonalauswahl wie bei den q,,) positive
Zahlen Bj mit

Bj>I, Bj-+oo (j-+oo), Biai,j-+oo (j-+00;i=I,2,3,... ). (14)

Die durch

gegebenen Funktionen q;j (j= 1,2,3,... ) sind nach (10) fiir Izi < 1
analytisch. Zu den Funktionen uj E Coo [0, z) bilden wir die auf [1, (0)
beliebig oft differenzierbaren Funktionen vj mit

(O~:j <I;j=I,2,3,... ).
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Fur beliebige ganze Funktionen kj folgt dann

(0~z/zj<l;n=0,1,2,00.;j=I,2,3,00.). (15)

Zu jedem j = 1, 2, 3,... laBt sieh, wie man leicht zeigt, eine positive, stetige
Funktion f,j auf IR bestimmen mit

f,j[1/(1 - r)] Q1jl)(z) = O(h(r)) (0 ~ r = z/zr~ 1 - 0; 1= 0, 1,2,... ). (16)

Naeh Lemma (a), (2) wahlen wir nun die ganzen Funktionen k j einerseits so,
daB

(O~r=z/Zr~ 1-0; 1=0, 1,2,00.;j= 1,2,3"00)' (17)

Somit folgt aus (6), (15), (16) und (17)

wt)(z) = lkj (1 _l
z
/
Zj

) Q1iz )J(n) = uy)(z) +O(h(r))

(O~r=z/zj---+ 1-0; n=O, 1,2,00.;j= 1,2,3'00')' (18)

Die ganzen Funktionen kj konnen dabei naeh Lemma (a), (3) noeh
zusatzlieh zu (17) bestimmt werden mit

I[kj (1 _l
z
/
Zj

) f) I, Iwj/)(z)1 < 2-
j

(izi < 1 und !1_
1
Z/Z

j
I~Bj; O~ I~j;j= 1,2,3,00,), (19)

Insbesondere ist dann

(izi < 1 - (I/B j ); j = 1,2,3,... ),

so daB die Funktion f naeh (7) fUr IZ I< 1 analytiseh ist.
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Aus (6) und (7) erhalten wir daher bei radialer Annaherung 0 ~ r = z/z i---+

I - 0 fur ein festgehaltenes i nach (18)

=[ko( 1 )f/Jo(Z)](nl
I l-z/z

i
I

l ( 1) [00 ( 1 )]l(n)+ L: kj exp - L: qv b
j>l l-z/z j v=l l-z/zv
Ni

= ulnl(z) + OCher»~

= ulnl(z) + OCher»~ + S(z) (n = 0,1,2,...). (20)

Zum Beweis von Satz 2, (1) ist somit lediglich noch S(z) = O(h(r»
(0 ~ r = Z/Zi ---+ 1 - 0) zu zeigen. Beim gliedweisen AusditTerenzieren und
Abschatzen der Summanden von S(z) in (20) ergibt sich einerseits, da/3 aile
Reihen der Gestalt

(O~l~n)

nach (11) durch L.v>I,v*iqvCt,i,v majorisiert werden und daher wegen (12)
fur 0 ~ r = z/ Z i -> 1 - 0 beschrankt bleiben.

Wahlen wir femer eine natiirliche Zahl N i ;> n so gro/3, da/3 fUr die
Konstanten a/,j aus (13) bei Beachtung von (14) ai,j <Bj U;>Ni ) ist, dann
erhalten wir fUr aBe bei der Abschatzung von S(z) auftretenden Reihen der
Form

(0 ~ I ~ n)
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bei Beachtung von (19)
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o~ TI~ L
1<j<N j

No;
![ ( 1 )](1)1kj + L 2- j

1 - z/Zj j>N
j

so da/3 die Terme Tlz) (0 ~ I ~ n) bei der radialen Anniiherung an z;
ebenfalls beschriinkt bleiben. Somit mu/3 zum Beweis von S(z) = O(h(r»
(0 ~ r = z/z; -+ 1 - 0) schlie/3lich nach (20) nur noch

E/(z) = lexp [-qi b (1 _lz/ zJ]I(/)= O(h(r»

(O~r=z/zi-+1-0; O~l~n) (21)

gezeigt werden. Da E/(z) aber bis auf konstante Faktoren eine endliche
Summe von Termen der Gestalt

mit ganzen Zahlen k, m ~ 0 ist, so erhalten wir fur x = 1/(1 - r) aus (8) bei
Beachtung von exp[lxlJ/[b(x)] -+ 0 (Ixl-+ co) nach (9) daher aus (22)

A(r) = (1 ~r)k [b (1 ~r) r· exp [-qi b (1 ~r)] O(h(r»

= exp~~~:)~ r] [b (1 ~ r ) ]3. exp [-qi b (1 ~ r) ] O(h(r»

= O(h(r» (r ~ 1 - 0),

woraus sich (21) ergibt. Damit ist Satz 2 bewiesen.
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